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ECUE : Développement en série
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Les calculatrices et les documents sont interdits. Les deux exercices sont indépendants.
Une attention particuliere devra étre apportée a la rédaction qui sera un élément important d’appréciation.

EXERCICE 1:
&= -y

On considere la série entiere réelle définie par la fonction f(x) = Z m
n(2n

n=1

2n+1

@ Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere ci-dessus. Puis étudier la convergence
pourx = Ret x = —R.

= (=n"
@ Soit la série entiere définie par la fonction g(x) = Z "

n=1

n

. Déterminer le rayon de convergence R’ de la série entiere g.

. Calculer pour tout # €] — R/, R'[, 'expression de g(x).

@ . Soit & €] — R, R[. Montrer que f/(z) = —g(z?).

. En déduire I'expression de f(x) pour tout « €] — R, R]|.

—1 n41
@ Posons pour tout entier naturel non nul et pour tout & # 0, a,(x) = szmﬂ. On a
n(2n + 1)
ani1(x) . n(2n + 1) 2
a,(x) (n+1)2n+3)
n 2 1
Comme lim a+—1(a:) = lim n(2n+1) x? = 22, d’apres la regle de D’Alembert la
n—+oo | a,(x) n—+oo (n + 1)(2n + 3)

série converge pour 2 < 1 (c’est-a-dire pour |z| < 1) et diverge pour |z| > 1. Le rayon de
+oo (_1)n+1

converge de la série entiere E "l est R = 1.

= n(2n+1)
—+oo
1 1 1
Pour ¢ = —1louax = 1, on a |a,(x)| = ~ et comme Z — converge, on
n(2n + 1) 2n? = n?
conclut que la série converge pour & = +1.
. . (—1)n . bni1
@ En posant pour tout n € N* b,, = ,ona lim = lim =1, donc le
n n—+oo | b, n—+oom 4+ 1
+o00 _1)71,
rayon de convergence de la série Z x" est R' = 1.
n

n=1
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. Pour tout €] — 1,1[, on a 1

“+oco 1
= Z " donc
x o 1+«

obtient,
/0 1—+td = Z (—1)"t"dt
+°° n+1 7@
i+ o5 = > -0 |
+oo npntl
In(1+z) = Z( :L)+1
Foo npn
In(l+4+z) =— Z 1;
Donc g(x) = — In(1 + x).
(3) Soit 2 €] — 1,1].
. Calculons f/(x) :
B +oo (_1)n+1 _—
I (z) —;n(szrl) *
+oo n+1
f’(a:) — Z ( 173, 2n
o0 _1\n
)= -3 Ty
f'(=) = —g(z*)

. Calculons f(x) :

—+o0
= (-

. Par intégration, on

On a f/(xz) = In(1 + x?) et comme f(0) = 0, donc f(x) = / In(1 + t*)dt, en intégrant

0
par parties,

2

f(z) = [tIn(1 +?)], — 2/0w

14 t2
T14t2 -1
f(w):wln(l—l—wz)—Z/O EEpeTE dt
f(w):wln(1+a32)—2/0 dt+2/0 T

f(z) = xIn(1 + x?) — 2x + 2 arctan(x).

dt



EXERCICE 2:

Soit la fonction f : R — R, 27-périodique telle que :
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@ Représenter le graphe de f sur [—3m, 3w]. Que peut-on dire sur la parité et la continuité de f.

@ Calculer les coefficients de Fourier a,, et b,, pour tout n € N. On montrera, en particulier,

que

Vk € N.

4(_1)k+1
A2k+1 = 71'(2]{: T 1)33

Yk € N* et

, (=1)F
s Q2 = ok2

2

T
3

ag =
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@ Justifier que la série de Fourier SF¢ de f converge normalement sur R et que pour tout * € R

f(z) = SFy(x).

@ En considérant deux valeurs particulieres de @, en déduire deux équations liant les sommes des
+o0o
k=0

(—1)*
(2k 4+ 1)3

t Sy =
k2 72

(=1

—+o0
Sl — Z
k=1

Résoudre le systeme linéaire ainsi trouvé pour obtenir les valeurs de Sy et Ss.
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séries :

@ Graphe de la fonction f :
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Propriétés de la fonction f : D’apres le graphe, on constate et on peut démontrer que la fonction f

est paire et continue sur R mais de classe C! par morceaux sur R.

@ Calcul des coefficients de Fourier de f :

La fonction f étant paire, on a pour tout entier n € N,



e Calcul dans un premier temps ayq :

ao :E /7T f(x)dx
_2 /”/2 wde + - /ﬂ

3q7m/2
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ao =3
e Calcul maintenant a,, pour n € N* :

2 T
an :;/0 f(x) cos(nx)dx
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:—/ x? cos(na:)da:—l——/
™ Jo ™ Jrx

On a par une intégration par parties,

- . /2
/ ? x? cos(nx)dx = {wzw}
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2 (7 2
= —sin(—n|— —
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On remarque que pour tout k € N*,

2
Qzp = - €OS (km) —
= oz °08 (k) —
()"
= g

et pour tout k € N,

2 T
A2p4+1 — m cos | km + E
= sin(kw) — —
ke ) = e s
4(—1)k+1
A2k+1 = m,

car Vk € N, cos (kmw) = (—1)* et sin(kw) = 0.
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Convergence de la série de Fourier de f :

La fonction f est continue sur R et de classe C! par morceaux et 2m-périodique, d’apres le théoréme
de Dirichlet, la série de Fourier de f converge normalement sur R vers la fonction f et pour tout
x € R, SF¢(x) = f(x), plus précisement :

f(x) = 71'_ 1 +§°° (-1 cos(2kx) + — g )k+1 cos((2k 4+ 1)x) (%)
6 210:1 k2 (2k—|— 1)3
B o0 (_1)k:+1 _ o0 (_1)k
@ Calcul de Sl = k:E ‘ T et 52 = kgzo m

En prenant & = 0 dans (%), on obtient :
“+oo
k=1

En prenant & = 7 dans (%), on obtient :

( k 4+oo ( 1)k:+1

Z < (2k 1)

N | =

71'2+
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7.‘.2 1 +<><>( 1)k 4 = ( 1)k:+1 w2

6 __Z(2k+1)3_1'

1 4 2
Par conséquent Sy et Ss vérifient le systeme : 1 Z 5
™
——S -5, = — 2
it S = (@)

2 2 2 3

(1) + (2) d Si= =" done 81 = 2 et (2) — (1) donne 28y = " donc Sp = =
onne 1= onc 1—12,6 onneﬂ_ 2= onc 2= oo



